TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Los racionales diadicos

Los racionales diddicos son los nimeros racionales de la forma 2%, donde n € {0,1,...} y j
es un nimero entero. El conjunto de los racionales diddicos es muy utilizado en la teorfa de
la probabilidad y en la teoria de la medida, ya que es muy cémodo trabajar con ellos y, al
igual que el conjunto de todos los nimeros racionales, es denso en cualquier intervalo [a, b],
donde a < b. Lo denotaremos por ). Este conjunto es el que se utiliza para escribir cualquier

nimero real en base 2.

Denotaremos por B al conjunto
{(sk)pen : sk € {0,1} y s, = 1 para una infinidad de indices k}
Ademis, para cada n € N, denotaremos por B,, al conjunto

{(s1,82,...,8,) : s; € {0,1} para cualquier j € {1,2,...,n}}

y, para cada elemento (s1,ss,...,5,) € B, denotaremos por (s, s, . s, al intervalo
n s n s 1
( k=1 2t Zk:l ot 27}
Obsérvese que (s, s,,..s,) C (0, 1] para cualquier (s, ss,...,5,) € B,. En efecto, se tiene:

n n 1 1
0<D b <2haw=1l—%

Consideremos la funcién f : B — (0, 1] definida por

_ o0 sg
f ((3k>keN) =2 ke ok
Vamos a mostrar que esta funcién f es biyectiva.
La idea consiste en que si desarrollamos en base 2 un nimero real = € (0, 1], su desarrollo

es lnico a menos que x sea un racional diddico. Por ejemplo, el nimero real 214 se puede
expresar de la siguiente manera:

T _ 1 6 _ 1 3 1 2 1 1 1
wTETa T T T a T Ty T a Ty Ty

no
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Asi que uno de sus desarrollos en base 2, estd dado por

£ = 0.0111
Pero, también se tiene:
1
0.01101111--- :%+Z;‘;52ik = %4— 135’% = 2%+2i4 = 214

Asi que, 0.01101111- - - también es un desarrollo en base 2 de 214

El segundo desarrollo tiene la caracteristica de que contiene una infinidad de 1’s.

Por otra parte, si un nimero real x € (0, 1] tiene un desarrollo en base 2 finito, entonces z
es un racional diddico.

Por lo tanto, si z € (0, 1] no es un racional diddico, su desarrollo en base 2 es tinico y contiene

una infinidad de 1’s.

Asi que, tomando siempre el desarrollo, en base 2, que contiene una infinidad de 1’s, de un
nimero real = € (0, 1], su desarrollo es tinico y ese desarrollo estd formado por una sucesién

(Sk)keN € B.
Pasemos a la demostracion formal del resultado.

Proposicién 1. La funcion f : B — (0,1] definida por

f <(5k)keN) = i1 oF

es biyectiva.

Demostraciéon

Sea z € (0,1] y s1, 82, ... los términos de su desarrollo que contiene una infinidad de 1’s.
Entonces la sucesién (sy), .y pertenece a B y se tiene:

xIEfilé—

Asi que f es una funcién suprayectiva de B en el intervalo (0, 1].

Mostremos ahora que f es inyectiva.

Sean (si),en ¥ (Tk) ey dos elementos distintos de B, x = 7 Sk y y = > 0 k.

Obsérvemos que tanto = como y pertenecen al intervalo (0, 1].



Definamos
ko =min{k € N: 7 # s;}
Como el desarrollo de x tiene una infinidad de 1’s, se tiene:

T > Z’L_l 21

Adems3s:

T < Zrl 21 + Zz ko+1 2L = Zrl 21 + 2’90
Por lo tanto:
ko  s; ko s 1
LS (Zi:l 2_% Zizl 2_2 + 2_0
De manera similar, se tiene:
ko 1 ko r; 1
(TS <Zi:l 5% Zi:l 5 + 2TO:|
Ademas:
ko ko s; __ Tkg Skg __ Tko—Skg
Sy e
Asi que:
ko r; __ ko s; Tkg —Sko
ditig =Dt st
Por lo tanto:

ko s _ Tko —Skg Tko —Sko 1
(Zi:l 20 Zz—l 21 + 2ko - Zz—l 21t + T oko 1—1 21 ; + T oko + 2ko

ko s 1 . _
<Zi:l 5 T 38> Zz—l 5 T zko] S1 Ty — Skp = 1

ko s 1 ko s . _
(Zi:l 2_z ~ 9ko» Zi=1 2_2] SL Tkg — Sko = —1

=1 2

En cualquiera de los dos casos, los intervalos (Zl-m o 21_1 55 T Qko] y (Z

son ajenos.

Asi que = # y, lo cual demuestra que f es inyectiva.

ko s;
=1 2

Zz—l 21 + 2’@0
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Ahora recordemos cémo se encuentran geométricamente los digitos del desarrollo en base 2
de un nimero real x € (0, 1], de tal manera que si = es un racional diddico, entonces tomamos
el desarrollo que contiene una infinidad de 1’s.

Se parte del intervalo (0, 1] y su punto medio, para formar dos intervalos, (O, %} y (%, 1]. Si
T € (0, %] , entonces el primer digito de su desarrollo es 0, mientras que si x € (%, 1] , el primer
digito es 1. Supongamos que x € (%, 1]; entonces, el siguiente paso consiste en considerar
el punto medio de ese intervalo, para formar dos nuevos intervalos, (%, 2%} y (2%, 1}. Six e
(%, 2%} , entonces el segundo digito de su desarrollo es 0, mientras que si x € (2%, 1} , el segundo

digito es 1.

Continuamos de la misma manera, considerando, en cada paso, el punto medio del intervalo
en el cual se encuentra z.

Observemos que los primeros n digitos del desarrollo de = determinan un intervalo de longitud
2% en el cual se encuentra z.

Por ejemplo, supongamos que los primeros 5 digitos del desarrollo de z son 10010. Esto nos
dice, considerando cada uno de los digitos, lo siguiente:

1. 2] = (%, 2] va que su segundo digito es 0.

535 23] ya que su tercer digito es 0.

DO [=

o]
[y
Ne)

(
2%, 2%} = (2%, —2} ya que su cuarto digito es 1.
(

%—, 2—] ya que su quinto digito es 0.

Con esta idea en mente, vamos a demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 2. 1. Si (s1,S2,...5,) y (11,72, ...7) Son dos elementos de B,,, distintos, en-
tonces los intervalos I(s, s,...s0) Y L1 r0,....r,) SO GJENOS.

-----

2. U{(Tl,T27...,Tn)€Bn} I(Tl,T2,~~-ﬂ"n) = (0’ 1]

3. Para cualquier n € N, si (rq,rq,...,1,) € B,,, entonces

T (Lrrayrny) = {(Sk)pen € B¢ sk = 1y, para cualquier k € {1,2,...,n}}



Demostracion

1. Sean (s1, 82, ...5,) y (11,72, ...7,) dos elementos distintos de B,, y definamos
ko =min{k € {1,2,...,n} : rp # s}

Entonces, siguiendo la demostracién de la proposicién anterior, se tiene que los intervalos
ko 7y ko sy :
(S5 500 5+ o | v (3002 8,500, 5 + 2| som ajenos.

Adems3s:

[\
=
o
1

(v sl c <Zfil 5, > o+
(T g+ c (T g o g+

[\
I =
(=}
—

En efecto:

ko s; Si R Si
Zi:l 21 < Zz*l 21 < Zl* 1 2¢ + n Zz*l 21 + Zz*ko—‘rl 21 + o 2"
k k kl g3
0 5 n 1,1 0 sp 4 2ko#l 2m2 1

_ ko s, 1 1 1 _ ko s; 1
=21t o tar = 2l

Asi que:
ko s; n S; n S 1
Zi:lz_zgzizlfz<2i:12_z zn —Zz— 2_1"*'270
Y, haciendo un desarrollo similar:
k)o T n T n T 1
PINTE- R I D PR TR PusE T

Por lo tanto, los intervalos

I(sl,sz,...,sn) = (Z?:l %7 Z:’Lzl % + QL”}

o n I n T 1
1(7'177'27---77’n) - (Zz’:l 505 Zi:l 5 + 27]

son ajenos.

2. Para cada (ry,rs,...,7,) € By, definamos

Brig i = {(5k>keN € B: s, =g para cualquier k € {1,2,... ,n}}
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Entonces, U{(T1 ra..n)€Bn} Brisa s = B Y, por lo anterior:

f (Bm,rz,---,rn) - (Z?:l %721 1 21 ; 2"]

Por lo tanto:

U{(rl,rgy...,rn)GJBn} (Z?:l %7 Zz 1 2Z F T+ ] - (07 ]']

3. Por el inciso 2, se tiene:

f (BT‘LTZ,...,TTL) = (Z?:l %721 1 2'” _I— 2"] = I(rlvr27 Tn)

Asi que:

f_l ([(7’117’2,~.,Tn)) = B’f'l,'f'gy...,?"n

= {(Sk)peny € B: sp = i para cualquier k € {1,2,...,n}}

Corolario 1. 1. Si (s1,52, ...,5,) € B, yx € (0,1], entonces, s1, 5. ...,s, son los primeros
n términos del desarrollo de x en base 2 si y solo si

ve (Xiigh X3+ )

2], donde k € {1,2,...,2"}, existe uno y sélo un

2. Para cada n € N y cada intervalo ( —

27L b 27L
elemento (si, s9,...,s,) € B, tal que
_ (k=1 k
Ly p,sm) = (55 37
. , 0 1 2 21
3. La funcién f, : B, — {35, 55, 2= - . -, 25~} definida por

fn ((81, S92y .., Sn)) = Z::l ;—’lz

establece una relacién uno a uno entre B,, y el conjunto

0o 1 2 2n—1
ony Qny gny ) 9n




